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la!herramienta!Cabri! para!el! cálculo!de! volúmenes.! Inicialmente! se!hace!una!breve! indagación!de! corte!HistóricoX
Epistemológico!(Martínez!y!Benoit,!2008)!la!cual!sustenta!la!construcción!del!conocimiento!matemático!del!producto!
vectorial.!Como!resultado!de!la!indagación,!se!puede!decir!que!dicho!concepto!matemático!puede!ser!pensado!como!
un! concepto! geométrico! de! volumen! (Ricardo,! 2015),! a! partir! de! las! diferentes! figuras! geométricas! que! se!





The!proposal,!which! is! in! the! state!of!developing! research,!aims! to!address!mental! constructs!and!mechanisms! to!








CONSTRUCCIONES Y MECANISMOS MENTALES PARA IMPLEMENTAR Y 
DESARROLLAR EL CONCEPTO DE LOS VECTORES EN TRES DIMENSIONES (3D) 
MEDIANTE EL APOYO DE LA HERRAMIENTA CABRI PARA EL CÁLCULO DE 
VOLUMENES 
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En! Latinoamérica! y! el! Caribe,! generalmente! en! un! curso! inicial! de! álgebra! lineal,! se! estudian! las!
magnitudes!vectoriales,!que!aparecen!cuando!se! trata!de!dar! interpretación!geométrica! a! los!distintos!
productos! (escalar,! vectorial,! mixto)! que! se!pueden!definir! entre! los! vectores!de!un!espacio! vectorial.!
Esto! permite! medir! ángulos,! áreas! y! volúmenes! orientados;! en! particular,! el! volumen! orientado! del!
paralelepípedo!que!se!puede!formar!a!partir!de!tres!vectores!linealmente!independientes.!Sin!embargo!
con!el! software!Cabri!3D!Vs!2! (DíazXBarriga,!2006),! se! identifican! las!diferentes! figuras! conexas!que! se!
forman! al! interior! de! un! paralelepípedo,! usando! diferentes! posiciones! –pinceles! oculares–! que! ! el!




Se!ha!decidido!hacer!uso!de! la! teoría!APOE!como!sustento! teórico!para!determinar! las!construcciones!
mentales!de!los!estudiantes,!necesarias!para!construir!el!esquema!del!concepto!geométrico!de!volumen!
como! una! de! las! aplicaciones! del! producto! mixto! de! vectores! en! 3D! en! sus! tres! interpretaciones!
geométricas,!longitud,!áreas!y!volúmenes!asociadas!a!los!distintos!productos!–escalar,!vectorial,!mixto–.!
El! apoyo!de! la! tecnología! al!marco! teórico! lo! viene! realizando! (Dubinsky!1984)! a!partir! de!una! charla,!
como!ponente!invitado!en!Finlandia,!en!está!sustentó!el!uso!de!la!programación!en!computadores!para!
ayudar!a!los!estudiantes!a!comprender!la!distinción!entre!pensar!una!función!como!un!proceso!y!como!
objeto.! Un! año,! más! adelante! Dubinsky! (en! marzo! 1985)! publica! el! documento! “Experiencias! con! la!
computadora!como!ayuda!para!el!aprendizaje!de! los!conceptos!matemáticos”.! !Basándonos!en!esto!se!
decdió! incluir! el! Software! Cabri! en! nuestro! estudio;! que! aunque! no! es! parte! del! marco! teórico!
propiamente! tal,! dará! el! soporte! para! sustentar! las! actividades! que! son! parte! de! una! aproximación!





La! Teoría! APOE! (Acción–Proceso–Objeto–Esquema),! creada! por! Ed! Dubinsky! (1991)! y! el! grupo! de!
investigación! RUMEC! (Research! in! Undergraduate! Mathematics! Education! Community);! actualmente!
reportada!en!Arnon,!Cottril,!Dubinsky,!Oktaç,!Roa,!Trigueros!y!Weller!(2014),!en!el!cual!se!presentan!los!
elementos!de!la!teoría!y!su!uso!para!las!investigaciones!en!Educación!Matemática.!Dubinsky!a!partir!de!
APOE! fundamenta! la!problemática!en!el! interés!por! la!descripción!de! las! construcciones!de!esquemas!
mentales! que! los! estudiantes! deben! realizar! para! aprender! conceptos,! desde! la! propia! matemática;!
partiendo!del!supuesto!que!un!estudiante!no!logra!aprender!los!conceptos!matemáticos!directamente,!
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Del+ concepto+ matemático+ del+ producto+ de+ vectores:! Dadas! las! fórmulas! para! las! operaciones! entre!
vectores,! el! estudiante! puede! determinar! las! operaciones! de! estos,! en! particular! con! sus! respectivas!
componentes!y!direcciones.!





Cada! uno! de! estos! mecanismos! da! lugar! a! nuevos! procesos.! Interiorización! se! explica! aquí! y! la!
coordinación! se! considera! en! la! Sección! ! –De! encapsulación,! coordinación,! y! la! reversión! de! los!
procesos–.!
Como!las!acciones!se!repiten!y!se!reflejan!en! los!movimientos! individuales!de!depender!de! las!señales!
externas! para! tener! el! control! interno! sobre! ellos.! Éste! se! caracteriza! por! la! capacidad!de! imaginar! la!
realización! de! los! pasos! sin! necesariamente! tener! que! realizar! cada! uno! de! forma! explícita! y! por! ser!
capaz! de! saltarse! los! pasos,! así! como! la! marcha! atrás.! La! interiorización! es! el! mecanismo! que! hace!
posible!este!cambio!de!mentalidad.!((Arnon!et!al.!2014,!p.!20)!
Podemos!entonces!decir!que!en!el!estado!de!construcción!proceso!el! sujeto!puede!describir! los!pasos!
involucrados! en! la! transformación! e! incluso! puede! invertirlos,! es! decir,! tiene! más! control! de! la!
transformación,! por! lo! que! afirmamos! que! un! alumno! puede!mostrar! una! concepción! de! proceso! del!
concepto! del! producto! de! vectores,! precisando! para! ellos! dos! procesos! que! motivan! nuestra!
investigación,! uno! desde! el! concepto! matemático! y! el! otro! desde! el! software! Cabri! del! concepto!
geométrico!así:!
Del+concepto+matemático+del+producto+de+vectores:!Capacidad!de!describir!algunos!aspectos!de!la!gráfica!
de! la! operación! de! tres! vectores! –operándolos! indistintamente–,! sin! obtener! directamente! valores!
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específicos.! Además! es! capaz! de! hacer! transformaciones! al! objeto! matemático! de! manera! interna,!
incluso!de!pensar!en!los!posibles!poliedros!al!interior!de!la!gráfica.!
Del+Software+Cabri+bajo+el+concepto+geométrico+del+producto+de+vectores:!Capacidad!del!estudiante!de!








una! totalidad,! es! consciente! de! que! las! transformaciones! y! puede! actuar! sobre! esa! totalidad,! y! así!
construir! esas! transformaciones.! Cuando! un! alumno! considera! que! ha! realizado! una! transformación! y!
puede!actuar!sobre!el!objeto!es!porque!es!capaz!de!construir!la!transformación,!por!ende!podemos!decir!
que!el!alumno!ha! reconstruido!este!proceso!en!un!objeto!cognitivo,!es!decir! lo!ha!encapsulado!en!un!
















En! suma,! un! esquema! es! una! colección! de! acciones,! procesos! y! objetos! que! están! coherentemente!
dispuestos!en!la!mente!del!estudiante,!de!tal!forma!que!la!coherencia!es! la!herramienta!mental!con!la!
cual! el! estudiante! se! apoya! como! un! recurso! para! resolver! la! situación! matemática! que! se! le! está!
presentando.!En!este!caso!podríamos!sostener!que!un!estudiante!muestra!una!concepción!de!esquema!
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Del+ concepto+ matemático+ sobre+ el+ producto+ de+ vectores:! Un! estudiante! puede! ordenar,! clasificar,!
categorizar! y! aplicar!las! propiedades! resultantes! del! producto! de! vectores! en! el! espacio! 3D! y! las!
representaciones!geométricas!de!los!vectores!en!este!espacio.!
Del+Software+Cabri+bajo+el+concepto+geométrico+del+producto+de+vectores:!Un!estudiante!puede!graficar!y!












establece:!un!análisis! teórico,!conocido!como!Descomposición!Genética,! (DG);!un!diseño,!basado!en! la!
DG! teórica,! y! aplicación! de! instrumentos;! seguido! de! un! análisis! y! verificación! de! datos! (Asiala! et+ al.,!
1996);! y! a! partir! del! análisis! de! los! datos! obtenidos,! se! le! puede! repetir,! para! refinar! tanto! el! análisis!
teórico!como!los!instrumentos.+
■  Análisis!Histórico!–!Epistemológico!
En! la! parte! inicial! de! la! investigación! se! hizo! un! estudio! tanto! histórico! como! epistemológico,!
pretendiendo!mantener!en!la!conceptualización!o!distinción!que!hace!Bachelard!(1972)!entre!el!trabajo!
del! historiador! de! la! ciencia! y! el! del! epistemólogo:! “El! historiador! de! la! ciencia! debe! tomar! las! ideas!
como! hechos.! El! epistemólogo! debe! tomar! los! hechos! como! ideas,! insertándolas! en! un! sistema! de!
pensamientos”.! (Bachelard,! 1972,! p.! 20).! Razón!por! la! cual! se! hizo! una! indagación! en! los! informantes!
sobre! el! estado! de! construcción! del! Producto! Exterior! de!Grassmann! y! su! representación! geométrica,!
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Grassmann! fue! el! primero! en! concebir! la! geometría! de! varias! dimensiones,! una! de! sus! obras! más!
importantes! fue! “Enseñanza+ de+ la+ Dilatación”+ (1862),! donde! desarrolló! un! cálculo! operativo! para! las!







otro.!Con!esto,!definió!un!nuevo!producto,!el!producto!que!en!la!actualidad!se!llama!producto!exterior,!!" = !" = ! ∧ !!él! llamaba!producto+ escalón,! íntimamente! relacionado! con! el! producto! vectorial,! y!






la!suma!de!vectores!que!cambia!de!signo!bajo!cualquier!permutación!de!un!par!de!ellos:!!! ∧∙∙∙∙ !! ∧∙∙∙∙ !! ∧∙∙∙∙ !! ∧= −!! ∧∙∙∙∙ !! ∧∙∙∙∙ !! ∧∙∙∙∙ !!!!!!!!∀! ≠ !!




Para! la! representación! geométrica! en! 3D! “cada! producto! exterior! por! un! nuevo! vector! es! una!
multiplicación!por!su!componente!perpendicular!al!espacio!generado!por!los!vectores”,!(González,!2012,!
p.! 44).!Dados! tres! vectores! {u,!v,!w}! cualesquiera! independientes! en! el! espacio! euclídeo!–de! la! forma!
como! fue! concebida! por! Grassmann! para! analizar! la! forma! del! cómo! los! aprendices! realizan! la!
construcción!del!paralelepípedo–!se!observa!el!producto!exterior!y!la!forma!geométrica:!
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El!producto!exterior!del!primero!por!el! segundo!es! igual! a! la! longitud!del!primero!por! la! componente!






















históricos!–!epistemológicos!del! producto! vectorial,! del! concepto!de! volumen!y!del! producto!exterior,!
analizando! –este! último–! del! Producto! Exterior:! a)! Su! Representación! Algebraica,! b)! Definición! del!
Producto!Exterior,!c)!Su!Representación!Geométrica!en!3D.!Con!esta!indagación!se!pretende!desglosar!y!
observar! cómo! va! surgiendo! no! sólo! el! concepto! de! producto! vectorial,! sino,! de! la! forma! cómo! se!
construye!el! concepto!de!volumen!y!en!especial! en! la! tercera!parte! –la! representación!geométrica!en!
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